Politechnika Gdanska
Wydzial Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowane;j

PROJEKT INZYNIERSKI

Problem wielu komiwojazerow

Yukasz Biedak
Biomatematyka sem. VII
06.XI1.2011r.



Spis tresci

Wstep
1 Wprowadzenie
1.1 Podstawowe definicje . . . . . . . ... Lo
1.2 Problem komiwojazera . . . . . . . . . ... ..
1.2.1 Definicja problemu komiwojazera . . . . .. .. .. ... ... ...
1.3 Analiza algorytméw . . . . . . ...
1.3.1 Prostota algorytmu . . . . . . . ..o
1.3.2  Poprawno$¢ algorytmu . . . . . . . ...
1.3.3  Zlozono$¢ czasowa i pamieciowa . . . . . . .. ...
1.3.4 Szacowanie ztozonosci TSP . . . . . . . . .. ... ... ... ... .
1.4 Klasy ztozonosci . . . . . . . . ..
141 Klasy PiNP . . .. 000
1.4.2  NP-zupelnos¢ problemu komiwojazera . . . . . .. . ... ... ..
1.5 Metody rozwiazywania problemu komiwojazera . . . . . .. ... .. ...
1.6 Zastosowania TSP . . . . . .. ...
2 Problem wielu komiwojazerow
2.1 Definicja mTSP . . . . . . . ...
2.2 Odmiany mTSP . . . . . . . .. o
2.2.1 Przewaga TSP nad mTSP . . . . . ... ... ... ... .. ....
2.3 Szacowanie zlozonosci mTSP . . . . . . . .. ..o
2.3.1 Przypadek szczegblny mTSP. Paradoks ztozonosei . . . . . . . . ..
2.3.2  Przypadek ogélny mTSP . . . . . . ... ...
3 Problem marszrutyzacji
3.1 Definicja VRP . . . . . . .o
3.2 Odmiany VRP . . . . . . .
3.3 Metody rozwigzywania VRP . . . . . .. ..o
4 Algorytm i analiza wynikéw
4.1 Wybér analizowanego wariantu . . . . . . ... ...
4.2 Schemat algorytmu . . . . . .. ...
4.2.1 Problem minimalnego pokrycia zbioru . . . . ... ... ... ...

4.3 Prezentacja i omoéwienie wynikow

Bibliografia

10
10
10
11
12
13
14

15
15
16
17

20
20
21
21
22

24



Wstep

Niniejsza praca po$wiecona jest problemowi, ktory taczy ze sobg trzy dzedziny wiedzy,
tj. Matematyke, Informatyke i Transport. Problem wielu komiwojazerow jest silnie
zwigzany z Teoriag Graféow, Kombinatoryks, Optymalizacja, Algorytmiks i Logistyka.
Mimo takiej interdyscyplinarnosci nie jest on trudny w zrozumieniu. Jak w wielu zadani-
ach optymalizacyjnych cel jest jasno okreslony - nalezy wykonaé¢ zadanie tak, aby poniesé¢
najnizszy koszt.

W pracy bardzo czesto stosowane sa skroty pochodzace od angielskich nazw probleméw
powigzanych z problemem wielu komiwojazerow. Uzywa sie TSP (Travelling Salesman
Problem) — problem komiwojazera; mTSP (multiple Travelling Salesmen Problem) —
problem wielu komiwojazeréw; VRP ( Vehicle Routing Problem) — problem marszrutyza-
cji. Dwa ostatnie nalezg do klasy probleméw wielokryterialnych.

Do projektu zostal dotaczony kod programu w jezyku Matlab napisany przez autora
projektu. Zostal on utajniony. Jego istnienie i oryginalno$¢ maja mozliwos¢ sprawdzié¢
jedynie promotor tej pracy, jak réowniez recenzent. Zdecydowalem sie tak postapié¢ ze
wzgledu na mozliwo$¢ komercyjnego wykorzystania kodu. Nie uwazam, ze kod stanowi
przelom w pracach dotyczacych szukania rozwigzan VRP. Nie wymyslitem nowej metody
rozwigzywania problemu, to znaczy prawdopodobnie ktos wcze$niej napisal co$ podob-
nego. Jednakze sam bede go stosowal w komercyjnym przedsiewzieciu (oczywiscie na
innej platformie niz Matlab), dlatego tez chce zachowaé pelnie praw autorskich do tego
algorytmu. Mam nadzieje, ze czytelnik i komisja dyplomowa uszanuja méj wybor, a
utajnienie kodu nie bedzie miato wptywu na ocene projektu.



Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1 Podstawowe definicje

Zanim przejdziemy do omawiania problemu komiwojazera, a p6zniej problemu wielu
komiwojazerow, konieczne jest wprowadzenie definicji poje¢!, ktérymi bedziemy postugi-
waé siec w tej pracy. Niektére z nich opatrzone sa komentarzem, ktory uzasadnia
konieczno$é wprowadzenia danej definicji.

Definicja 1.1 Grafem nieskierowanym G = (V,E) nazywamy pare zlozong ze skon-
czonego zbioru wierzchotkow V' oraz zbioru wszystkich krawedzi E tgczqcych wierzchotki.
Zbior E definiujemy jako dwuelementowe podzbiory V, czyli

E C {{u,v}:u,veViu#v}.

W celu uproszcezenia zapisu bedziemy stosowaé rownowaznosé E > {u,v} = uwv.
Stopniem wierzchotka d(v) nazywaé bedziemy liczbe krawedzi wychodzacych z v.

Definicja 1.2 Grafem skierowanym G = (V, E) nazywamy pare ztozong ze skoriczonego
zbroru wierzchotkow V' 1 ze zbioru krawedzi E C'V x V.

Zauwazmy, ze w grafie skierowanym krawedz e = (u, v) jest skierowana z wierzchotka u
do wierzchotka v. W niektorych modelach konieczne jest stosowanie grafow skierowanych,
w ktorych krawedzie moga reprezentowaé drogi jednokierunkowe lub w przypadku gorzys-
tego terenu, gdzie koszt przejazdu pomiedzy punktami A i B rézni sie od kosztu przejazdu
miedzy B i A.

Definicja 1.3 Graf G nazywamy petnym, jezeli dla dowolnych u,v € V krawedZ uv € E.

Kazdy wierzcholek v w grafie pelnym ma stopien d(v) = |V| — 1, gdzie |V] oz-
nacza liczbe wierzchotkéw danego grafu. W wiekszosci spotykanych modeli dotyczacych
VRP mapy miast sa reprezentowane przez grafy petne. Nawet w przypadku, gdy jedyne
polaczenie drogowe pomiedzy miastami A i C przebiega przez miasto B to punkt odbioru
towaru moze by¢ ,nie po drodze” lub miasto B moze mie¢ obwodnice.

'Wigkszosé¢ definicji zaczerpnietych jest z [1] - Matematyka dyskretna A. Szepietowski oraz z [2] -
Matematyka dyskretna K.A. Ross, C.R.B. Wright.



Definicja 1.4 Graf G nazywamy wazonym, jesl kazdej krawedzi uv € E przyporzqd-
kowana jest liczba rzeczywista
w:FE—R

nazywana wagq (kosztem) krawedzi uv.

W naszych rozwazaniach dopuszczaé¢ bedziemy jedynie dodatnie wagi krawedzi w :
E — R+.

Definicja 1.5 Drogg dtugosct n w grafie G nazywamy taki cigg wierzchotkow
(Vo, V1, -+, Up_1), dla ktdrego
Vo, V1, ...y Up1 €V

Vie{o,1,..n—2} ViViy1 € E.
Definicja 1.6 Sciezkq diugosci n w grafie G nazywamy droge (vo, v, ..., Un_1), w ktdrej

Vijefod, .n—1} t # J = Vi # vj.

Definicja 1.7 Cyklem prostym dtugosci n nazywamy Sciezke powiekszong o vy, co zapisu-
jemy jako cigg (vo, vr,- ., Un-1,v0)-

Definicja 1.8 Cyklem Hamiltona grafu G nazywamy cykl prosty h, do ktorego nalezy
kazdy wierzchotek z 'V, czyli h = (vo, v1, ..., vv_1], Vo).

Warto dodaé¢, ze graf, ktory posiada cykl Hamiltona jest nazywany grafem
hamiltonowskim. W pracy skupiono sie¢ na analizie problemu VRP dla graféw peinych,
w ktorych dowolna permutacja wszystkich wierzchotkéw jest cyklem Hamiltona. Zasadne
jest zatem wprowadzenie kombinatorycznej definicji permutacji zbioru.

Definicja 1.9 Permutacjg bez powtorzen zbioru ztozonego z n roznych elementow nazy-
wamy kazdy n-wyrazowy ciqg utworzony ze wszystkich wyrazow zbioru. Wszystkich moZzli-
wych permutacyi zbioru n - elementowego jest

P, =nl
Permutacja jest szczegélnym przypadkiem wariacji bez powtorzen.

Definicja 1.10 Wariacjg bez powtorzen zbioru ztozonego z m roznych elementow nazy-
wamy kazdy k-wyrazowy (1 < k < n) cigg z k réznych wyrazow zbioru. Liczbe wszystkich
k-elementowych wariacyi zbtoru n-elementowego wyraza sie wzorem

!
Vk = _m
" (n—k)!

- - n-1_Y1yn _ _n __ nl __ _
Zauwazmy, ze V'™ = Vi = oy = 5 = n! = P,.

Definicja 1.11 Kombinacjg k—elemntowq zbioru n—elementowego A nazywamy kazdy
podzbior k—elementowy zbioru A. Liczbe takich podzbiorow mozemy policzyé ze wzoru



Definicja 1.12 fgczng wagg cyklu Hamiltona h nazywamy funkcje p wyrazong wzorem

V-2

p(h) =Y w(hihisr) + w(hyy-1ho). (*)

1=0

W tej pracy czesto bedziemy uzywaé sformutowan blizszych logistyce, transportowi.
Oczywiscie analizowany bedzie pewien model matematyczny, lecz stownictwo z zycia
codziennego niematematyka utatwi zrozumienie pracy i podkresla szeroka game zas-
tosowan omawianego modelu. Z tego powodu czesto cykl bedziemy nazywaé trasa, wage
krawedzi — kosztem podrozy z miasta A do miasta B, a lacznag wage cyklu — kosztem
przejazdu trasy, czasami rowniez dtugoscia trasy.

Wszystkie powyzsze definicje wprowadzamy aby sformutowaé problem komiwojazera.

1.2 Problem komiwojazera

1.2.1 Definicja problemu komiwojazera

Definicja 1.13 (klasyczna) Komiwojazer musi odwiedzi¢ N miast tak, aby w kazdym
znalezé sie tylko raz i aby dtugosé przebytej przez niego drogi byta jak najkrotsza.

Definicja 1.14 (formalna) Dla wazonego, hamiltonowskiego grafu G = (V, E) nalezy
znalezé cykl Hamiltona o najmniejszej tgcznej wadze p(h) (*).

Powyzsze definicje sa sobie rownoznaczne jesli przyjmiemy, ze ilos¢ miast i potaczenia
miedzy nimi w pierwszej definicja sa tozsame z licznoscig zbiorow V i E. W definicji
formalnej mozna zaktada¢ wiecej ,wygodnych” wlasnosci grafu G. W zasadzie najczesciej
TSP dotyczy graféw petnych badz gestych?. Problem komiwojazera mozemy analizowaé
zarowno w grafach skierowanych jak i nieskierowanych. Méwimy wtedy o asymetrycznym
(ATSP) i symetrycznym (STSP) problemie komiwojazera.

Rysunek 1.1: Przedstawienie nieskierowanego grafu wazonego wraz ze znalezieniem najkrotszego
cyklu Hamiltona.

2Graf gesty to taki, w ktorym liczba krawedzi jest duza w stosunku do liczby jego wierzchotkéw.
Jak tatwo policzyé, w grafie pelnym liczba krawedzi wynosi |E| = W, w przypadku grafu
nieskierowanego oraz |V|(|]V| — 1), w przypadku grafu skierowanego. Dlatego najczesciej za grafy geste
uwaza si¢ takie, w ktorych |E| jest zblizona do |V|?.



1.3 Analiza algorytmow

7 punktu widzenia kazdego programisty podczas wyboru algorytmu® do rozwiazywa-
nia okreslonego zagadnienia, badz tez projektowania nowego najistotniejsze sa cztery jego
cechy - prostota, poprawno$é¢, oraz jego zlozono$¢é czasowa i pamieciowa.

1.3.1 Prostota algorytmu

Najistotniejsza cecha z punktu widzenia kazdego poczatkujacego programisty. Za-
stosowanie algorytmu w swoim projekcie wymaga zrozumienia go, co pomaga uniknaé
bledow. Niekiedy jednak stosowanie najprostszych sposobéw powoduje znaczne wydtuze-
nie czasu szukania rozwigzania problemu, co zmusza nas do uzycia metod bardziej rozbu-
dowanych.

1.3.2 Poprawno$é algorytmu

Naturalne jest oczekiwanie, zeby algorytm dla dowolnych danych speliajacych
warunki wejsciowe bedzie rozwiazywal zadanie poprawnie. Bledy moga by¢ natury for-
malnej — na przyktad zle posortowana tablica liczb, czy w przypadku TSP zwrbcenie
rozwiazania niebedacego cyklem Hamiltona grafu G.

Czasami w algorytmach bledy wynikaja z nieprecyzyjnosci w sformutowaniu zagad-
nienia — na przyktad zadanie polega na znalezieniu naglepszego sposobu dystrybucyi to-
waru; badz tez trudnosci w znalezieniu odpowiedniej funkcji celu, szczegdlnie w przypadku
problemoéw wielokryterialnych.

1.3.3 Zlozonosé czasowa i pamieciowa

Przy obecnych mozliwosciach komputerow ztozono$é pamieciowa reprezentacji
danych, czy algorytmu ma coraz mniejsze znaczenie, jednak w niektoérych problemach,
gdzie dane sg reprezentowane za pomoca duzych i gestych macierzy, konieczny jest dostep
do odpowiedniej ilosci pamieci.

Ze wzgledu na réznorodnos¢ dostepnych jezykéw programowania, pakietéw matema-
tycznych i réznic w dzialaniu miedzy nimi, nie mozna méwic¢ o zfozZonosci czasowej algo-
rytmu uzywajac jednostek tradycyjnych. Dlatego przyjeta miara ztozonosci czasowe]j jest
liczba operacji podstawowych w zaleznosci od rozmiaru danych wejsciowych wyrazana
funkcja T'(n). W przypadku TSP najczesciej n odpowiada liczbie |V|, niekiedy réwniez
|E|. Za operacje podstawowe uwaza sie miedzy innymi podstawienie, poréwnanie, czy
podstawowe operacje arytmetyczne.

Aby moéc poréwnywaé algorytmy, trzeba obiektywnie oceni¢ ich ztozonosé. W tym
celu wykorzystuje sie abstrakcyjne modele obliczen, do ktorych naleza maszyna RAM, czy
maszyna Turinga?, dzieki ktérym unika sie niejednoznacznosci w ocenie. Do poréwnania
ztozonodci czasowej algorytmow uzywa sie notacji asymptotycznej.

3Bardzo przystepny opis analizy algorytméw przedstawia Thomas Cormen w [3].
4Wiecej o maszynie RAM i maszynie Turinga mozna przeczyta¢ w mozna przeczytaé w [4].



Definicja 1.15 Dla funkcji g : N — Ry oznaczamy przez ©(g) zbidr funkcji

@<g) = {f : E|(]<t:1<t:2,no€N vn}no Clg(n> < f(n> < ng(n)}

Zapis f = O(g) czytamy jako: f jest doktadnie rzedu g.
Jest to jeden z trzech® rodzajow notacji asymptotycznej. Pozostale z nich — O(g) oraz
Q(g) oznaczaja zbiory funkcji odpowiednio co najwyzej rzedu g oraz co najmniej rzedu g.

1.3.4 Szacowanie zlozonosci TSP

Istnieje wiele probleméw optymalizacyjnych, w ktorych korzystanie z algorytmow
doktadnych® powoduje niemozliwoéé znalezienia najlepszego rozwiazania w zadawalaja-
cym czasie. Do tych probleméw nalezy problem komiwojazera jak i problem wielu komi-
wojazerow. Latwo policzymy, ile mozliwosci do sprawdzenia ma algorytm szukajacy op-
tymalnej trasy komiwojazera dla 20 miast.

Niech komiwojazer startuje z miasta A, ma wiec do odwiedzenia
19 miast co daje 19! cykli Hamiltona w grafie pelnym. Zaktadajac, ze nieis-

totne jest z ktorej strony cyklu komiwojazer zaczyna podréz nadal mamy
179! = 60 822 550 204 416 000 mozliwosci do rozpatrzenia.

Nalezy pamietaé, ze kolejne miasto do odwiedzenia oznacza 20-krotny przyrost ilosci cykli,
dwa kolejne — 410-krotny. Algorytm sprawdzajacy po kolei wszystkie mozliwe ultozenia
miast ma ztozonosé rzedu ©(n!), gdzie n = |V|. Taki wzrost jest okreslany superwyktad-
niczym.

1.4 Klasy zlozonosci

Problemy obliczeniowe, jakkolwiek bytyby skomplikowane i r6zne od siebie, grupuje sie
w klasy. Wprowadzenie wszystkich z nich i doktadne wyjasnienie wymagaloby odwotania
sie do teorit jezykow formalnych, teorit obliczen oraz dobrego wyjasnienia zasady dziatania
maszyny Turinga. Nie bedziemy tego robi¢. W pracy uznano za konieczne wymienienie
dwoch waznych klas probleméw decyzyjnych. Konieczne jest wprowadzenie definicji.

Definicja 1.16 Problemem decyzyjnym nazywamy pytanie sformutowane w jezyku for-
malnym, na ktore mozna udzieli¢ jedynie odpowiedzi tak lub nie.

1.4.1 Klasy P i NP

Definicja 1.17 (P) Klasq ztozonosci typu P nazywamy zbior problemdw decyzyjnych,
ktore mozna rozwigzaé w czasie wielomianowym O(nP), gdzie n jest rozmiarem danych
wejgsciowych, p € R,

Definicja 1.18 (NP) Klasq ztozZonosci typu NP nazywamy zbior problemow decyzyjnych,
dla ktorych nie znaleziono algorytmow o ztozZonosci wielomianowey, jednak mozna w wielo-
mianowym czasie zweryfikowac zaproponowane rozwigzanie.

5Jedli rozrézniaé jeszcze notacje pochodne to jeden z pieciu.
6 Algorytmy dokladne przeszukuja cals przestrzenn mozliwych rozwigzan i wskazuja najlepsze.
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Z powyzszych definicji mozemy wywnioskowaé, ze P C N P, gdyz skoro mozna znalez¢é
rozwigzanie danego problemu decyzyjnego w czasie wielomianowym, to tym bardziej
mozna je w czasie wielomianowym sprawdzi¢. Pytanie, czy P = N P nalezy do problemow
milenijnych za ktorych rozwiazanie otrzymaé¢ mozna nagrode w wysokosci 1 000 000 USD.

Wirod klasy NP wyrézniamy wazng klase probleméw NP-zupelnych.

Definicja 1.19 (NP—zupelny) Do klasy probleméw NP—zupetnych nalezy kazdy prob-
lem Py, ktory spetnia ponizsze warunki:

(i) Py € NP,

(11) Kazdy problem klasy NP da sie sprowadzi¢ w czasie wielomianowym do problemu Py.

Z powyzszej definicji wynika fakt, ze gdyby udalo sie rozwiaza¢ dowolny problem
NP-—zupelny w czasie wielomianowym, to wszystkie problemy NP moznaby rozwiazaé¢ w
tym czasie, co implikowaloby réwnosé¢ P = NP.

1.4.2 NP-zupelnosé problemu komiwojazera

Jak to zostalo powiedziane we wstepie, problem komiwojazera nalezy do zagadnien
optymalizacyjnych. Zanim zakwalifikujemy 6w problem do odpowiedniej klasy ztozonosci
sformutujmy go raz jeszcze w postaci problemu decyzyjnego.

Definicja 1.20 (posta¢ decyzyjna TSP) Dia wazonego i hamiltonowskiego grafu
G(V, E) nalezy sprwadzié, czy istnieje w nim cykl Hamiltona h, ktorego p(h) jest mniejsza
od danego c € R.

Wprowadzimy tutaj twierdzenie, ktore jest szerzej omowione w [6] wraz ze szkicem
dowodu. My pokazemy tylko pierwszy warunek, ktory musi by¢ spelniony, aby ponizsze
twierdzenie mozna byto uznaé¢ za prawdziwe.

Twierdzenie 1.21 Decyzyjny problem komiwojazera jest problemem NP-zupetnym.

Szkic dowodu.

Na podstawie obecnego stanu wiedzy wiemy, ze nie znaleziono algorytmu, ktory
rozwiazywalby problem komiwojazera w czasie wielomianowym. Zatézmy, ze zaprop-
nowano rozwigzanie problemu w postaci cyklu Cg. Zgodnie z definicja 1.20 zostata
ustalona stata ¢, musimy teraz zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ nieréwnosei u(Cg) < ¢. Zanim
to zrobimy, w czasie wielomianowym sprawdzamy 4 istotne cechy Cg: czy kazda para
wierzchotkéw u,v € Cg jest polaczona krawedzia, czy w cyklu Cg zaden wierzchotek
sie nie powtarza, zaczyna si¢ i konczy w tym samym wierzchotku, oraz czy zbior wszys-
tkich wierzchotkow jest jednocze$nie zbiorem wszystkich wierzchotkow grafu G. Dzieki
temu mozemy stwierdzié¢, ze Cg jest cyklem Hamiltona grafu G. Nastepnie w czasie lin-
iowym sprawdzamy warto$¢ u(Cg) 1 porownujemy z c. Wszystkie operacje weryfikacji
poprawnosci zaproponowanego rozwiazania wykonano w czasie wielomianowym. [



1.5 Metody rozwiazywania problemu komiwojazera

Wiele z metod zostato doktadnie opisanych w [6], wraz z pseudokodem i rysunkami
obrazujacymi poszczegdlne kroki metod. My wymienimy najczesciej uzywane metody w
rozwigzywaniu problemu komiwojazera:

e Algorytmy przyblizania trasy, w tym:

— metody wykorzystujace minimalne drzewo rozpinajace,
— algorytm najblizszego sasiedztwa,

— metoda najblizszych krawedzi,

— metoda wstawiania do cyklu - kilka odmian insercji,

— algorytm Clark & Wright.

Metody ulepszania otrzymanych tras:
— najprostsze modyfikacje - przesuwanie i wstawianie wierzchotkéw, wstawianie
krawedzi,
— metoda k-opt,
— algorytm Lin-Kernighan.

Algorytmy genetyczne i programy ewolucyjne.

Algorytmy mréwkowe.

Metoda branch & cut.

1.6 Zastosowania TSP

Do dziedzin w ktoérych rzeczywiste problemy modeluje sie za pomoca problemu komiwo-
jazera naleza przede wszystkim:

e logistyka i transport — najczesciej jako cze$¢ sktadowa VRP,

e przemysl, automatyka, robotyka — mechaniczne rami¢ dokrecajace $ruby w kon-
strukeji statku/samolotu,

e clektronika — tworzenie uktadéw scalonych,
e cnergetyka — planowanie sieci elektrycznej,

e genetyka — wykrywanie profili ekspresji genéw - tzw. analiza mikromacierzy DNA”.

"Bardzo ciekawy artykul na ten temat jak réwniez na temat stosowania algorytméw gene-
tycznych w problemie komiwojazera znajduje sie w artykule [8] dostepnym pod adresem
http://www.ipipan.waw.pl/~ stw/mh /komiw.pdf.




Rozdzial 2

Problem wielu komiwojazerow

2.1 Definicja mTSP

W dostepnej literaturze duzo miejsca zostato poswiecone problemowi komiwojazera
oraz r6znym odmianom problemu marszrutyzacji. Autor artykutu [7| dostrzega, ze prob-
lemowi wielu komiwojazerow, sformutowanemu jako uogélnienie problemu komiwojazera,
nie poswiecono dotychczas tyle uwagi. Wprowadzmy podstawows definicje problemu
mTSP.

Definicja 1.22 Doktadnie k komiwojazerow ma za zadanie odwiedzi¢ N miast (N > k)
tak aby:

(1) wszyscy komiwojazerowie startowali z tego samego miasta i tam wracali,

(11) kazde miasto zostato odwiedzone przez doktadnie jednego komiwojazera,

(111) taczny koszt podrozy wszystkich komiwojazerow byt jak najkrotszy.

Nalezy pamietac¢, ze dopuszczalne jest rozwiazanie, w ktérym jeden z komiwojazerow
odwiedza tylko jedno miasto. W takim przypadku pokonuje on dwukrotnie te sama
krawedz.

2.2 Odmiany mTSP

Definicja, ktora przed chwila wprowadzilismy, nie jest jedyna mozliwa dla problemu
wielu komiwojazerow. Mysle, ze czytelnik po jej wprowadzeniu oraz krotkim zastanowie-
niu sam zauwazy, ze mTSP jest zagadnieniem znajdujacym szersze zastosowanie niz TSP,
szczegblnie w transporcie. Dlatego oprocz klasycznej definicji mozemy méwié o problemie
wielu komiwojazerow z:

1. Kilkoma magazynami — w kazdym z nich jest umieszczona pewna liczba komiwo-
jazerow, czes¢ z nich wraca do swojej macierzystej bazy, cze$¢ zatrzymuje sie w
innej.

2. (Nie)narzucong liczbg komiwojazerow — ich liczba moze by¢ podana wprost, lub
zawiera¢ sie w pewnych granicach. Lub odwrotnie, nie ma wymagan odnosnie liczby
komiwojazerow.
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3. Ograniczeniami dotyczgcymsi trasy przejazdu — wystepuja ograniczenia dotyczace na
przyktad minimalnej i maksymalnej liczby miast, ktére moze odwiedzi¢ komiwojazer
lub maksymalnej dtugosci trasy.

4. Czasowymi ograniczeniamsi — dla kazdego miasta sg zdefiniowane przedzialty czasowe,
w ktorych moze ono zosta¢ odwiedzone.

5. Kosztami uzycia komiwojazerow — liczba komiwojazerow nie jest ustalona, a kazdy
dodatkowy komiwojazer zwicksza catkowity koszt, ktéry nalezy w tym zagadnieniu
zminimalizowac.

2.2.1 Przewaga TSP nad mTSP

Podczas rozmyslan nad projektem zaobserwowano pewna prawidtowosé. Intuicyjnie
wydaje si¢ ona by¢ prawidlowa, jednak matematycy wymagaja czego$ wiecej: dowodu.
Zacznijmy jednak od intuicji, p6zniej postaramy sie przeprowadzi¢ dowod, ktory wymaga
od czytelnika troche skupienia. Obserwacja dotyczy punktu drugiego — odmiany mTSP z
nienarzucona liczba komiwojazerow. Ponizszy rysunek ma zasugerowac hipoteze.

Rysunek 2.1: Przedstawienie najkrotszej $ciezki dla dwoch komiwojazerow oraz cyklu Hamiltona
(nie wiemy, czy jest on najkrotszy). Wagi krawedzi nie zostaly wypisane, przyjmujemy, ze zostata
uzyta metryka euklidesowa.

Powyzszy rysunek sugeruje, ze nawet gdy znajdziemy cykle o najkrotszej tacznej wadze
dla problemu wielu komiwojazeréw, zredukujemy ich liczbe i odpowiednio polaczymy
trasy, to catkowity koszt podrozy sie zmniejszy. Zapiszmy to jako twierdzenie.

Twierdzenie 1.23 W nieskierowanym grafie petnym @ wazonym, w ktorym krawedzie
spetniajq nierownosé trojkqta

Viuwev w(tv) < w(tu) + w(uw),

najkrotsza dlugosc trasy jednego komiwojazera jest zawsze mniejsza bgdZ rowna najm-
niejszej wartosci sumy dtugosci tras wielu komiwojazerow.
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Dowad.

Niech graf G(V, E) bedzie pely, nieskierowany i wazony (wagi krawedzi spetniaja
warunek trojkata) oraz zawiera k cykli, reprezentujacych trasy k komiwojazerow. Oczy-
wiscie laczna waga wszystkich &k cykli jest najmniejsza. Bez straty ogélnosci przyjmijmy,
ze wierzchotki grafu zostaly ponumerowane kolejnymi liczbami naturalnymi po znalezieniu
tras komiwojazeréw, wierzcholek poczatkowy zostal oznaczony zerem.

ng=0<mn <ng<...<mp_1<mnp=|V]—-1
Liczby nq,no, ..., n; okreslajag numery wierzchotkow koriczacych i-ty cykl!,

(ie{1,2,...,k}).
Laczna suma wag wszystkich k cykli (Cy) jest wyrazona wzorem

k—1 niy1—1
w(Cr) =Y [wotn 1)+ Y wWmmni1) +w(0n,,,00)]. (**)
=0 m=n;+1

Spetniony jest warunek trojkata, a zatem

Vie1.2,..k—13 W(Un, Vo) + W (VoUn,41) = W(Vn,Vp,11)

Wzor (**) po drobnych przeksztalceniach ma postac

k=1 nip1—1 k—1
w(Cy) = Z Z W (U Umi1) + Z[w(vovmﬂ) + w(vy,v0)] + w(vov1) + w(Vp, Vo)

1=0 m=n;+1 =1
k—1 mit1—1 k—1

2 Z Z 'Umvm-H + Zw<vnivni+l) + "LU(U()Ul) + U)("Unkvo)
i=0 m=n;+1 i=1
k=1 niy1—1 k-1

TS ) £ 3 wn) + )
=0 m=n;+1 =0
k—1niy1—1

= Z Z UmUerl —|—w(vnkvo)

1=0 m=n;,
[V]-2

= ) wvvi) +w(vy)-1vo)
7=0

= whe). O

2.3 Szacowanie zlozonosci mTSP

Postaramy sie teraz przeprowadzi¢ kombinatoryczna analize zlozonosci problemu.
Najpierw omoéwimy szcezegdlny przypadek zagadnienia, ktory ukazuje pewien paradoks
ztozonosci problemu jednego i wielu komiwojazerow. PoézZniej postaramy sie oszacowaé
ztozono$¢ problemu ogdlniejszego, jednak korzystaé¢ bedziemy z klasycznej definicji mT'SP.

IPrzyktadowo pierwszy komiwojazer ma odwiedzi¢ 4 miasta, wiec n; = 4, drugi 5 miast, wiec ny = 9.
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2.3.1 Przypadek szczegélny mTSP. Paradoks zlozonos$ci

Niech kazdy czytelnik zastanowi sie, ktory z probleméw: problem jednego komiwo-
jazera, czy moze problem wielu komiwojazeréw, wydaje sie by¢ bardziej zlozony? Co
podpowiada intuicja? Prawdopodobnie czes¢ z odbiorcéw bez wahania odpowie, ze prob-
lem wielu komiwojazeréw jest znacznie bardziej ztozony obliczeniowo: przeciez trzeba
wybraé¢ odpowiednie miasta, ktére dany komiwojazer ma odwiedzi¢. Nastepnie nalezy
znalezé¢ najkrotsza trase dla kazdego komiwojazera. Ci, ktorzy opowiedzieli sie za wiek-
sza ztozonoscia mTSP wobec TSP maja w ogoélnosci racje. Teraz kolejne pytanie: co w
przypadku, gdy narzucona jest liczba komiwojazeréw i miast, ktére maja odwiedzi¢? Co
podpowiada intuicja? Przeanalizujmy ten przypadek.

Niech graf G - pelny i wazony, ma |V| = N + 1 2 wierzchotkow. Nalezy
znalez¢ najkrotsza taczng trase dla k komiwojazerow (oczywiscie 1 < k < N).
Kazdy i-ty komiwojazer ma za zadanie odwiedzi¢ dokladnie n; > 2 miast
startujac z magazynu w wierzchotku 0. Oczywiscie Zle n; = N. Policzmy,
zatem ile mozliwosci trzeba przeanalizowaé¢, zeby znalezé najkrotsza trase.
Pierwszy komiwojazer wybiera ze zbioru wszystkich miast cigg dtugosci ny
(kolejnosé ma znaczenie), i-ty wybiera sposrod pozostatych miast ciag dtugosci
n;. Dodatkowo bez znaczenia jest, z ktorej strony zaczniemy podrédz, tzn
ciagi (12345) i (54321) uznajemy za tozsame. Postarajmy sie zapisa¢ wzorem
catkowitg liczb¢ mozliwosci L., :

MNj41
ni n2 V J ; Nk—1 Nk
L W W s Vel Vi

_ (%) ~N'(N—1)~...~(N—;ni)-(]\7—;ni—1)'...-3~2'1.

Oczywiscie j < k, ostatecznie otrzymujemy

K
Le, = (§> - Py
Py

Jak szybko policzymy, w grafie G jest doktadnie L, = =* roznych? cykli

Hamiltona rozpoczynajacych sie w wierzchotku 0. Kazdy dostrzega, ze
k
1 Py
L, =(=] -Pv<Lp=—.
= (5) <=2

Ten wynik zaskakuje kazdego, kto pospieszyl sie z odpowiedzig na poprzednie pytania.
Zaskoczyl rowniez mnie.

Zkazdy graf ma |V| wierzcholkéw, jednak ze wzgledu na symbol wariacji bez powtorzen, V uzyjemy
innego oznaczenia.
3Ponownie zakladamy tozsamos$é ciagow typu (1234) z (4321).
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2.3.2 Przypadek ogélny mTSP

Jako przypadek ogélny uznajemy w tutaj taki, w ktérym liczba komiwojazeréw nie
zostaje narzucona z gory.

Twierdzenie 1.24 W wogdlnionym przypadku problemu wielu komiwojazerow, liczba
mozliwych rozwigzan problemu jest znacznie wieksza niz dla problemu komiwojazera w
tym samym, petnym grafie G. To znaczy, ze liczba rozwigzan L,,rsp = M

Dowad.

Nalezy zauwazy¢, ze uoug6lniony przypadek problemu mTSP dopuszcza, aby trase
przejechat jeden komiwojazer. Moze to zrobi¢ na M sposobow. Oprocz tego, gdy
|V| > 2 kazde miasto moze by¢ odwiedzone przez jednego komiwojazera, co potwierdza

prawdziwos¢ nieréwnosci z powyzszego twierdzenia.

Whniosek 1.25 Algorytm sprawdzajocy wszystkie mozliwosci rozwigzania wogdlnionego
problemu komiwojazera ma ztozonosé Q(n!).

Trudne jest znalezienie funkcji f(|V|) opisujaca liczbe mozliwosci, ktore trzeba
sprawdzi¢ w ogblnym przypadku zagadnienia. Z tego powodu wykonamy rachunki kom-
binatoryczne dla problemu, w ktéorym liczba miast, ktore nalezy odwiedzié, jest znana i
wynosi |V|—1 = 6. Wyniki przedstawiono w tabeli wraz z uzasadnieniem, gdzie k — liczba
komiwojazerow:

k Liczba mozliwosci Uzasadnienie
1 % = 360 | Doktadnie tak samo jak w TSP.
VT" = 360 | Pierwszy komiwojazer odwiedza 5 miast, drugi 1.
2 V764 . VT'; = 180 | Pierwszy komiwojazer odwiedza 4 miasta, drugi 2.
P% . VT‘"’S : % =90 Pierwszy komiwojazer odwiedza 3 miasta, drugi 3.
%64 VTQI = 180 | Pierwszy odwiedza 4 miasta, pozostali po jednym.
3 V763 . %32 = 180 | Pierwszy odwiedza 3, drugi 2, trzeci 1.
P% . ‘%62 . VT“Q . VTQQ = 30 Kazdy komiwojazer odwiedza po 2 miasta.
4 Kgfi = 60 Pierwszy odwiedza 3 miasta, pozostate po jednym.
P% . VTGQ . VT‘E =45 Dwoch komiwojazerow odwiedza po 2 miasta, dwoch po jednym.
) VTGQ =15 Jeden komiwojazer odwiedza dwa miasta, pozostali po jednym.
6 1 Kazdy z komiwojazeréw odwiedza jedno miasto.
Suma = 1531

Tablica 2.1: Przedstawienie sposobu na znaleziente wszystkich mozliwych rozwigzan wogol-

nionego problemu mTSP dla grafu petnego, z 7 wierzchotkams.

14



Rozdzial 3

Problem marszrutyzacji

Problem marszrutyzacji jest typowym zagadnieniem transportowym. Przedsiebiorcy
juz dawno zdali sobie sprawe z faktu, ze algorytmy i modele matematyczne sa narzedziami,
ktore warto wykorzystywaé zarowno w duzych firmach, np. kurierskich, jak i u §rednich i
malych przedsiebiorcow. Poshugiwanie sie komputerowym wspomaganiem decyzji dla tego
problemu jest szczegolnie wskazane dla wszystkich firm posiadajacych odbiorcow, ktorzy
nie zmieniaja swojego potozenia. W takich przypadkach tatwiejsze jest zbudowanie mod-
elu dostaw, gdyz mozna korzystac z historii tras transportowych, uzywaé ich w przysztosci,
jak rowniez efektywniej wykorzysta¢ dziatanie sieci neuronowych.

3.1 Definicja VRP

Problem marszrutyzacji zostal po raz pierwszy sformutowany przez G.B. Dantziga i
R.H. Ramsera w 1959 roku, w artykule The Truck Dispatching Problem opublikowanym
w Management Science. Jest ,spokrewniony” z mTSP, jednakze istnieje miedzy tymi
zagadnieniami réznica, wymieniona w punkcie () ponizszej definicji.

Definicja 1.26 Problemem marszrutyzacji jest modelowany za pomocq petnego, wazonego
grafu G(V, E), dodatkowo zaktada sie, ze:

1. V =A{wg,v1,...,0,}, gdzie vy oznacza wierzchotek startu kazdego pojazdu — magazyn,
2. C jest macierzq kosztow transportu c;; miedzy wierzchotkami v; oraz vj,

3. D= (dy,ds,...,d,) jest wektorem zapotrzebowania na towar,

4. R; jest trasq i-tego pojazdu.

5. m jest maksymalng liczbq pojazdow jakq dysponujemy, wiec i € {1,2,...,m},

6. Kazdy pojazd ma ograniczong tadowno$é/pojemnosé q;*.

Ponadto zaktada sie, zZe kazdy odbiorca ma byé odwiedzony przez doktadnie jednego
dostawce towaru. Zadanie polega na tym, aby zminimalizowaé wartosé funkcyi:

S = Z Z Z Cpq * Lir,} (Vpvg)

=1 vpeV vV

INiekiedy ten punkt jest pomijany w podstawowej definicji problemu.
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Czesto wierzchotki grafu G, symbolizujace punkty odbioru towaru, s obdarzone
oprocz wielkosci zapotrzebowania d;, réwniez czasem obstugi ¢;. Na ogél czas obstugi
jest skorelowany z zapotrzebowaniem — im wicksze zapotrzebowanie danego odbiorcy tym
dhuzszy czas jego obstugi. Niekiedy petna obstuga wszystkich sklepéw jest niemozliwa, np.
nie pozwala na to taczna pojemnosé/tadownosé pojazdow, wiec czesé odwiedzanych punk-
tow odbioru otrzymuje tylko d; < d; towaru. Ponizej przedstawiono rysunek obrazujacy
przyktadowe rozwigzanie problemu?

Rysunek 3.1: Przykladowe rozwigzanie problemu VRP.

3.2 Odmiany VRP

W literaturze wystepuja réwniez rozwiniecia klasycznego problemu marszrutyzacji’.
Naleza do nich m.in.:

e Problemy uwzgledniajace niesymetryczno$é kosztow przewozu pomiedzy wierz-
chotkami.
Takie rozwiniecie moze by¢ zwiazane z uksztaltowaniem terenu, badz tez charak-
terystyka drog, np. w miastach moga wystepowaé drogi jednokierunkowe.

e Problemy uwzgledniajace niehomogenicznosé taboru.
Bardzo czesto przedsiebiorstwo posiada pojazdy o réznej tadownosci/pojemnosei.

e Problemy uwzgledniajace ograniczenie maksymalnej dtugosci trasy.
Kodeks pracy reguluje, jak dtugo podczas dnia, kierowca moze prowadzi¢ pojazd.
Czasami skutkuje to oszacowaniem maksymalnego dystansu, jaki moze pokonaé, co
ulatwia programowi wykluczenie tras nierealnych do zrealizowania przez jednego
kierowce.

e Problemy umozliwiajace ustalenie baz (jednej lub kilku), w ktorych pojazdy zaczy-
naja i koricza podréz (Multiple Depot VRP).
Rozwiniecie dotyczace w szczegolnosci duzych przedsiebiorstw.

e Problemy umozliwiajace dodanie baz pomocniczych (VRP with Satellite Facilities).

2Rysunek pochodzi ze strony http://Is11-www.cs.uni-dortmund.de/people/chimani/VehicleRouting /vr.png.
3Lista czesciowo zaczerpnieta z http://pl.wikipedia.org/wiki/Problem marszrutyzacji
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e Problemy umozliwiajace ustalenie czestotliwosci odbioru/dostawy tadunku.
Nalezy pamietac, ze w przedsiebiorstwach, pomimo stalej ,mapy” punktéw odbioru,
bardzo czesto dzieje sie tak, ze nie wszystkie z nich sg odwiedzane. Dlatego prawdzi-
wym wyzwaniem dla kazdego programu jest pomoéc dyspozytorowi zadecydowac,
ktore punkty odbioru nalezy w danym dniu odwiedzi¢. Oczywiste jest, ze nie warto
jechaé z bardzo malg iloscig towaru do sklepu oddalonego o kilkaset kilometrow.

e Problemy umozliwiajace uwzglednienie okien czasowych (VRP with Time Windows)
odbioru/wystania towaru. Oczywiste jest, ze punkty odbioru towaru, np. sklepy sa
otwarte tylko w danych godzinach, wiec po zamknieciu sklepu przyjecie towaru nie
jest mozliwe.

e Problemy uwzgledniajace mozliwos¢ obstugi jednego klienta przez kilka pojazdow
(Split Delivery VRP). Rzadko spotykane, najczesciej w czasie gdy powstaje nowy
punkt odbioru, np salon meblowy i trzeba wypetié¢ go towarem.

e Problemy w ktorych kosztowa funkcja celu zastgpiona zostata innymi parametrami
(np. czas wykonania zleceni, dtugosé tras, ilos¢ przewiezionego tadunku).

e Problemy uwzgledniajace mozliwosci zwrotéw i wysylki towaréw przez klien-
tow (VRP with Backhauls oraz VRP with Pick-Up and Delivering — problem
rozwozkowo-zwozkowy ).

Przed przystapieniem do projektowania oprogramowania dla danej firmy konieczne
jest przeprowadzenie analizy przedwdrozeniowej. Nalezy zebra¢ maksymalng liczbe is-
totnych informacji dotyczacych danego zagadnienia i przeksztatci¢ je na jezyk formalny.
Zazwyczaj stosuje sie¢ modele uproszczone, ktore jednak nie powinny odbiega¢ mocno
od rzeczywisto$ci. Zrozumiale jest, ze nie da sie uwzgledni¢ wszystkich czynnikéw - np.
roznych srednich predkosci przejazdu wérod wszystkich kierowcow, wypadkow drogowych,
objazdow etc. Mimo to, komputery, dzieki swojej szybkosci, majg mozliwo$é przeszukania
wielokrotnie wickszej przestrzeni rozwigzan danego zagadnienia niz czlowiek.

3.3 Metody rozwigzywania VRP

W tym miejscu wymienimy algorytmy pozwalajace znalezé¢ rozwiazania bliskie opty-
malnemu. Dwie techniki postepowania, zdaniem autora najciekwasze, krotko oméwimy.
Gdybys$my chcieli oméwié wszystkie, to rozdzial bytby pewnie kilkakrotnie dtuzszy, gdyz
wymagaltby wprowadzenia wielu definicji. Po za tym metody wymienione ponizej nie
naleza do prostych w wyjasnieniu.

1. Algorytmy doktadne:

e Metoda Branch & Bound.
e Metoda Branch & Cut.

2. Heurystyki konstruujace trasy:

e Algorytm savings, wymys$lony przez Clark’a i Wright’a w 1964 roku.
e Algorytm Bazowego dopasowania (Matching based).
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e Heurystyki ulepszajace (Multi-route Improvement Heuristics) zaproponowane
przez:

— Thompson’a i Psaraftis’a,
— Van Breedam’a,
— Kinderwater’a i Savelsbergh’a.

3. Meta-heurystyki:

e Algorytmy mréwkowe.
e Algorytmy genetyczne?.
e Symulowane wyzarzanie.

e Przeszukiwanie Tabu.

ALGORYTMY GENETYCZNE

Powstato wiele ksigzek o algorytmach genetycznych®, sa one juz dobrze poznane, a
spektrum ich wykorzystania jest bardzo szerokie i nie ogranicza si¢ tylko do probleméw
zwiazanych z grafami. Postaram sie opisa¢ ich dzialanie jak najprosciej, a czytelnik, jesli
taka bedzie jego wola, aby uzupetni¢ swoja wiedze, zajrzy do odpowiedniej literatury.

1. W dowolnym modelu pierwszym krokiem (7' = 0) jest wylosowanie populacji
ztozonej z N osobnikéw, bedacej potencjalnymi rozwigzaniami danego problemu.
Bardzo czesto rozwigzania te nie naleza nawet do dosé dobrych.

2. Nastepnie nalezy zweryfikowaé przystosowanie si¢ osobnikow (jakos$é proponowanych
rozwigzan) oraz wybrac te, ktére powinny przetrwac oraz krzyzowac sie.

3. Dzieki krzyzowaniu uzyskujemy rozwiazania podobne do najlepszych (uprzednio
wybranych do krzyzowania), lecz nie takie same.

4. W trakcie krzyzowania moze zajs¢ mutacja danego osobnika. Mutacja to lokalna
zmiana w genotypie danego osobnika.

5. Tym sposobem uzyskujemy nowa populacje (T = 1), wracamy do kroku drugiego.
Caty algorytm powtarzamy tak dtugo, az rozwiazania beda nas satysfakcjonowaly.

Powyzszy, jakze uproszczony, opis postepowania mial na celu pomoéc czytelnikowi
wyobrazi¢ sobie idee dzialania algorytmoéw genetycznych. Jak widaé¢, dziataja one na za-
sadzie doboru naturalnego — przezywaja osobniki najlepiej przystosowane. Czytelnik musi
wiedzie¢, ze aby algorytm dawal dobre rezultaty, musi byé¢ zaimplementowany z pewna
starannoscig i dla wielu probleméw, w tym réwniez VRP implementacja jest nietatwa.
Nalezy tez wspomnieé, ze algorytmy genetyczne, jak i inne heurystyki nie gwarantuja
znalezienia rozwiazania optymalnego. Zachecam w tym miejscu do odwiedzenia stron in-
ternetowych [10] i [11], z ktorych mozna pobraé¢ dwa przyklady implementacji algorytmu
genetycznego w programie Matlab. Celowo wspominamy o tym po raz drugi.

4Bardzo interesujace programy w jezyku Matlab znajduja sie na stronach [10] i [11], dotycza one
rozwiazywania omawianych problemoéw za pomocg algorytmoéw genetycznych. Autor pracy zachwyca sie
nimi do teraz.

5Szczegolnie polecam obszerng pozycje autorstwa Zbigniewa Michalewicza — Algorytmy genetyczne +
Struktury danych = Programy ewolucyjne.
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ALGORYTMY MROWKOWE

Algorytmy mrowkowe jak réwniez algorytmy genetyczne reprezentuja klase algoryt-
moéw probabilistycznych — nie gwarantujgcych otrzymania rozwiazania optymalnego. AM
znakomicie radza sobie w problemach grafowych, szczegolnie w przypadku szukania na-
jkrotszej $ciezki w grafie pomiedzy dwoma wierzchotkami. Na tym przyktadzie postaramy
sie wyjasni¢ ich dziatanie, gdyz jest to przypadek najprostszy i doktadnie przed takim
samym problemem stoja mrowki zdobywajac pozywienie, materiaty do budowy mrowiska,
etc.

Wyobrazmy sobie niezwykle duzy graf G(V, E), gesty i wazony, ale nie pelny. W
grafie G nie musi by¢ spetniona nieré6wnosé¢ trojkata, co pozwala stosowaé algorytm dla
znacznie wiekszej ilodci grafow. Zadanie polega na tym, zeby znalez¢ najkrotsza Sciezke
laczaca dwa wierzcholki grafu G. Im bardziej ,,oddalone” od siebie, tym lepiej®. Algorytm
wyglada nastepujaco:

1. Dla T' = 0 wszystkie N mréwek wyrusza z wierzchotka A wgtab grafu, w poszuki-
waniu ,pozywienia”, to znaczy punktu B.

2. Mrowki komunikuja sie za pomoca wydzielanych przez siebie feromonéw. Z tego
powodu na ,skrzyzowaniach”, czyli w wierzchotkach, w ktoérych moga wybraé
krawedz, ktora chea dalej podazaé, jest wieksze prawdopodobienistwo, ze wybiora
ta, po ktorej szto do tej pory wiecej mrowek, innymi stowy wybiora ta krawedz,
gdzie won feromonéw jest intensywniejsza. Oczywiscie na poczatku przemieszczanie
mrowek jest zupetnie chaotyczne, gdyz na Sciezkach nie czué feromondw.

3. Mrowki podrézuja tak dtugo, az dojda do wierzchotka B. Dojscie do pozywienia
skutkuje tym, ze mrowki wydzielaja intynesywniej feromony, wiec wracajgc do wierz-
chotka A, $ciezki po ktorych szty mrowki sa silniej obdarzone zapachem.

Algorytm ten powtarzamy tak dtugo, az wiekszos¢ mrowek bedzie przebywata droge
z A do B ta samg Sciezky. Najistotniejsza cecha, ktéra powoduje, ze z czasem wiekszosé
mrowek wybiera najkrotsza $ciezke jest fakt, ze feromony ulatniaja sie z czasem. To oz-
nacza, ze gdy mrowka pokonata droge z A do B lub odwrotnie dluzsza droga to zapach
przez Nia pozostawiony na krawedziach tej $ciezki jest mniej intensywny od tego, ktory
pozostawita mréowka idaca droga krotsza. To powoduje, ze w kolejnych przejsciach mrowki
z wiekszym prawdopodobieristwem wybiora $ciezki, na ktérych czuja intensywniejszy za-
pach feromonu, czyli defacto $ciezki krotsze (gdzie feromony nie zdazyty sie ulotnic).

Wystarczy teraz, ze ten opis zaimplementujemy i mamy sprawnie dzialajacy algorytm
mrowkowy. Gdy zmodyfikujemy go, tak aby mrowka roznosita w rézne miejsca (wierz-
cholki grafu) np. piasek, ktory niesie na plecach (moze uniesé¢ okreslong ilosé piasku) i
,cleszyta sie” wydzielajac feromony, gdy juz caty rozniesie, to otrzymamy opis pozwalajacy
zaimplementowaé algorytm mrowkowy dla VRP.

5Dla matych graféw stosuje sie algorytmy Dijkstry (Ztozonosé O(|V|?)), Bellmana—Forda (Ztozonosé
oVl -1ED))
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Rozdzial 4

Algorytm 1 analiza wynikéw

4.1 Wyb6r analizowanego wariantu

Zdecydowano przeanalizowaé jeden z wariantéw zagadnienia. Dodatkowo do projektu
zostal dotaczony program napisany w jezyku Matlab dla tego wariantu. Program jest
dostepny tylko dla promotora pracy i recenzenta z powodéw wyjasnionych we wstepie do
pracy. Natomiast w tym rozdziale znajduje sie schemat blokowy pokazujacy w uproszcze-
niu kolejne kroki algorytmu.

Wlasnosci modelu.

Liczba miast, ktore nalezy odwiedzi¢: | N € [10, 12]

Zapotrzebowanie i-tego miasta: d; =5+ 9x*rnd([0,1]), d; € [5,14]
Laczne zapotrzebowanie: |D| € [50, 168]

Potlozenie miast: losowe — (x;,v;) € ([0, 20], [0, 20])
Potlozenie magazynu: losowe (zn41,Yyn+1) € ([0,20],[0,20])
Reprezentacja grafu: Macierz sasiedztwa

Wagi krawedzi, metryka euklidesowa: | w(vv;) = \/(z; — ;)% + (y; — y;)?

Tablica 4.1: Przedstawienie wltasnosci grafu modelujgcego ,mape” dystrybucji analizowanego
problemu.

Grafy mozna reprezentowaé za pomoca macierzy sgsiedztwa, listy sasiedztwa, oraz
macierzy incydencji. Dla naszego przypadku - grafu pelnego, najlepsza reprezentacja jest
macierz sasiedztwa, ktora w wierszu 7, kolumnie j przechowuje w(v;v;).

Ograniczenia.

Kazdy komiwojazer odwiedzal n; € {2,3,4} miast. Ladowno$¢ pojazdu wynosi
[ € [20,29] — oznacza to, ze pojazd przyjmowal minimalnie 20 jednostek towaru, a maksy-
malnie 28.
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4.2 Schemat algorytmu

Ponizej przedstawiamy schemat, ktory obrazuje dziatanie napisanego programu.

Opracuj kryteria wyboru trasy,

1

Znajdz wszystkie cykle
spetniajace kryteria

I

Potacz cykle tak, aby kazdy
3 wierzchotek zostatl odwiedzony

1

Posortuj wyniki
i wyswietl najlepsze

® @ N &

Rysunek 4.1: Schemat przedstawiajocy dziatanie zaprojektowanego algorytmu.

Pierwsze dwa kroki algorytmu nie nastreczaja wickszych ktopotow. Deklarujemy kry-
teria, ktore musi spelia¢ kazdy z mozliwych cykli (Cy). Cykle modyfikujemy tak, aby
mialy najmniejsza taczna wage. Jak nietrudno policzyé¢é maksymalna liczba cykli, dla
naszego przypadku, wynosi C%, + C% + C% = {375,550, 781}.

W kolejnym, trzecim kroku cykle nalezy potaczy¢. To znaczy trzeba wybrac te cykle,
ktorych elementy wypelnia nasz zbior wierzchotkow {1,2,..., N}. Oczywiscie wszystkie
cykle (jako zbiory) musza byé¢ roztaczne. W tym momencie trafiamy na zagadnienie
podobne do kolejnego problemu klasy NP — problemu minimalnego pokrycia zbioru.

4.2.1 Problem minimalnego pokrycia zbioru

Definicja 1.27 Dany jest zbior U = {1,2,...,m} oraz S sktadajocy si¢ z n jego
podzbiorow. Celem jest znalezienie jak najmniejszej liczby elementow zbioru S, ktorych
suma daje zbior U.

Oczywiscie powyzsza definicja moze by¢ sformutowana w postaci problemu de-
CyZyjnego.

Jak zostato udowodnione w 1972 problem minimalnego pokrycia zbioru nalezy do
klasy probleméw NP-zupelnych. Mozemy powiedzie¢, ze problem VRP jest podwojnie
trudny, gdyz, aby znalez¢ optymalne rozwigzanie dla tego zagadnienia nalezy rozwiazywacé
dwa problemy klasy NP. W naszym problemie wymagamy, aby podzbiory (cykle) byty
roztaczne. Dodatkowo, my staramy sie znalez¢ wszystkie mozliwe potaczonia cykli, aby
wybraé takie, ktore daje najmniejszy taczny koszt przejazdu.
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4.3 Prezentacja i omoéwienie wynikow.

Omawiajac wyniki skupimy si¢ na pokazaniu jak ztozonym problemem jest VRP nawet
dla niewielkiej liczby miast. Zaprezentujemy réwniez Srednie dtugosci czasu wykonywania
sie programu w zaleznosci od liczby miast. Pokazemy, ze nie zawsze mozliwe jest znalezie-
nie rozwigzania zagadnienia, szczegodlnie, gdy bedziemy nieelastyczni. Na poczatku za-
prezentujmy rozwiazanie przyktadowego problemu:

Zapotrzebowanie: 99 60 59.85
1-9.3382 a ®
2 - 6.0855 5
3 - 10.3056 4
4 - 7.0357 10 -
5 - 8.4616 i0
6 — 10.2469 5114
7 - 7.2663 . . .
8 — 7.6140 DD 5 10 15 20
9 - 10.5538 100.31
10 - 7.3875 z o F
11 — 12.4194. 15 3
Czas wykonywania: 10
25.3060 [s]. 40

5 1 7
19<kadownosé<28 0 0

0 ) 10 15 20 a g 10 15 20

Liczba cykli/rozwigzan:
133/2265 Rysunek 4.2: Przyktadowe rozwigzanie problemu.

Przyjrzyjmy sie powyzszym wizualizacjom czterech najlepszych tras. Widzimy, ze pomimo
znaczacych réznic, jesli chodzi o dobér miast, nie widaé¢ duzych réznic w catkowitym dystansie
(tytut kazdego wykresu). Zauwazmy tez, ze 3 najlepsze trasy maja jeden cykl doktadnie taki
sam — (v12V10v11V7V12), ktory trudno zastapié lepszym, gdyz obejmuje ,skupisko miast”!. Jegli
policzymy wykorzystanie pojemnosci/tadownosci pojazdu, korzystajac z listy zapotrzebowania
miast, to zauwazymy, ze jest ono blisko 97%. Trudno zatem zastapié¢ ten fragment calej trasy
lepszym.

! Miasta sa relatywnie blisko siebie.
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CZAS WYKONYWANIA I LICZBA ROZWIAZAN?.

Do pracy zostata dotaczona plyta CD z plikiem dane.xls, ktory przechowuje wyniki
wielokrotnego wykonania sie programu. Ta symulacje wykonano, aby$smy mogli zaob-
serwowaé, jak ilo$¢ miast wplywa na czas szukania rozwigzan oraz ich iloé¢. Program
wykonywat sie dla 10 miast 540 razy, dla 11 miast 135 razy, natomiast dla 12 miast 60
razy. Srednie wyniki najwazniejszych wielkosci podsumowano w tabeli ponizej:

N | Czas|s| | Liczba | Liczba Zapotrzebowanie | Liczba Brak
cykli rozwigzan komiwojazeréow | rozwigzan

10 | 0,86 80,52 | 341,84 95,12 3,88 71

11 | 23,36 106,46 | 1021,73 105,06 4,24 9

12 | 586,59 | 147,37 | 4472,78 113,17 4,68 3

Tablica 4.2: Usrednione, najwazniejsze wtasnosci dotyczgce symulacyi.

Wszyscy widzimy, ze czas szukania rozwiazania bardzo szybko roénie wraz ze zwieksza-
jaca sie iloscig miast. Po czesci jest to na pewno wina samego algorytmu, jak i srodowiska —
Matlab, w ktorym zostal zaimplementowany. Programy pisane w Matlabie naleza sg inter-
pretowane i cho¢ Matlab doskonale radzi sobie z catkowaniem numerycznym, mnozeniem
macierzy itp. to w przypadku czasu wykonywania operacji elementarnych — podstawienia,
inkrementacji, poréwnywania, ktére w tym algorytmie moga byé¢ wykonywane dziesigtki
tysiecy razy, jest relatywnie (w poréwnaniu do C/C++, Javy) dlugi.

Warto zwréoci¢ uwage réowniez na to, jak czesto algorytm nie znalazl rozwiazania.
Wyjasnimy na przyktadzie dlaczego tak sie dzieje. Zaltézmy, ze dla 10 miast, w sktad
wszystkich cykli spetniajacych kryteria algorytmu, wchodziltyby zawsze doktadnie 3 mi-
asta. W tym wypadku, nie da sie znalez¢ takiego potaczenia cykli, ktore pokrytoby zbior
wszystkich miast. Jak wida¢ po wynikach naszej symulacji taka sytuacja dla 10 miast
zdarzalta sie dos$¢ czesto.

Podczas badania czasu wykonywania zauwazono réwniez, ze czas generowania cykli
spetniajacych proponowane kryteria, jest relatywnie krotki w poréwnaniu do czasu
potrzebnego na wygenerowanie wszystkich mozliwych potaczen cykli.

KROTKIE PODSUMOWANIE

Powyzszy projekt inzynierski miat na celu przyblizy¢ czytelnikowi tematyke zwiazana
z problemem wielu komiwojazeréw. Autor jest $wiadom, zZe temat zostal zaledwie po-
bieznie omoéwiony, jednak nie sposéb w tak krotkiej pracy inzynierskiej, oméwi¢ choci-
azby polowe problemoéw, metod rozwiazywania i zagadnien, ktére sa z nim zwigzane.
Mam nadzieje, ze jesli ta praca zainteresuje czytelnika, to zasiegnie on do literatury oraz
sam sprobuje zmierzy¢ sie z tym zagadnieniem.

2Symulacja wykonywana byla na komputerze z procesorem dwurdzeniowym o taktowaniu 1.86 Mhz,
wyposazonym w system operacyjny Windows 7, dostepem do 2 GB pamieci RAM, DDR 2. Korzystano
z programu Matlab R2009.b.
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